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Metodos Tentativos,
roximativos e lterativos
na Engenharia Quimica

i

INTRODUCAO

No tempo da régua de célculo era
comum aos engenheiros encontrar
equacgdes de dificil resolugdo e apelar
para métodos de tentativas e erros
(“trial and error calculations”), pois
a solugdo por procedimentos analiti-
cos seria dificil ou impossivel. Massa-
rani ! observa que, segundo o Teore-
ma da Abel-Ruffini, as equacgdes
algébricas até do 4.° grau tem solu-
¢do analitica e as de grau superior,
salvo alguns tipos especiais, s6
podem ser resolvidos numericamen-
te. As equagles transcedentes n&o
apresentam solugdo analitica.

Para Perry & Chilton? o objetivo
dos métodos aproximados e numé-
ricos é o de conseguir técnicas con-
venientes para extrair informacdes
das formas matematicas associadas
aos fendmenos fisicos. Os resultados
obtidos ndo sdo exatos mas préximos
dos valores verdadeiros, envolvendo,
provavelmente, erros grosseiros ou
de arredondamento, ou de trunca-
mento ou de propagag&o.

De acordo com Mc Cracken e
Dorn 3, um método numérico no qual
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ocorre uma sucesdo de aproximagdes
é denominado “iterativo”. Cada
etapa, ou aproximagdo, € uma itera-
¢do. Para La Fara® a palavra itera-
¢do significa um processo repetitivo
que executa alguma computacéo.
Segundo Pacitti e Atklinson3 um
método iterativo principia com uma
“estimativa” que fixa uma possivel
solugcdo para um sistema de equagdes.

Nossa abordagem visa estabelecer
um elo matematico entre alguns
casos encontrados na literatura sob
as diferentes denominacBes mencio-
nadas acima, de modo a facilitar a
compreensdo do emprego das mini-
-calculadoras programdveis e dos
computadores digitais.

PROBLEMA BASICO

Deseja-se encontrar uma -©u mais
raizes de uma equacdo algébrica ou
transcendental ou seja, encontrar o
zero de uma fungdo que pode ser
escrita sob a forma F (x) = 0 e ser
representada pela figura 1:

F(x)
3
2 RAIZES
-3 -2 -1 o 1U x

Figure 4. RAIZES DE UMA FUNCAO

Nas vizinhancas das raizes o valor
da fungdo muda de sinal.

O intervalo matematico onde estd
localizada a raiz geralmente corres-
ponde a uma limitagdo fisica ou pra-
tica do engenheiro e constitue-se em
informagdo Util na resolugdo da
equagao.

Segundo Santos e Stravinski® a
determinacao precisa das raizes da
equacdo é usualmente feita em duas
etapas:

a) localizacdo de intervalos de
existéncia das raizes;
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b) refinamento dos valores resul-
tantes da localizagdo até que a raiz
seja conhecida dentro de yma tole-
rancia desejada.

A localizagdo de raizes reais pode
ser efetuada numericamente ou gra-
ficamente a partir de varreduras
num campo de existéncia relativa-
mente grande. Os métodos de refi-
namento das raizes podem ser usa-
dos diretamente para determina-las
quando os intervalos de existéncia
sdo previamente conhecidos.

Uma opgdo para o procedimento
acima é o Método das Tentativas e
Erros, que se baseia em artificios de
célculo de acordo com a inspiragdo
do engenheiro.

O exemplo 1 apresenta o tipo mais
simples de varreduras e o exemplo 2
ilustra uma aplicacdo de tentativas e
erros.

EXEMPLO 1 — Localizar uma raiz

real de x> 4+ cos x = 0 (Santos &
Stravinski)
" Solucao: Escolhemos um campo

para a varidavel x e um incremento
/\x entre seus valores. Se existir uma
raiz no intervalo considerado, o sinal
da funcdo ird mudar na vizinhanca
da raiz (veja a figura 1). Alids,
naquele campo poderdo existir uma
ou mais raizes e podemos, por sorte,
encontrar a raiz-na primeira varre-
dura.

Adotando o intervalo (-2,2) para
x (em radianos) e um incremento
unitdrio, podemos tabelar os resul-
tados assim:

x F (x) = x) + cos x
— 2 — 8,42
] _ 044
0 1
1 1,54
2 7,58
Esta tabela indica a existéncia de

uma raiz real no intervalo (— 1,0).

Quanto menor for Ax, melhor sera
o resultado da raiz. Porém, nem sem-
pre é prdtico usar um pequeno Ax
para todo o intervalo, pois este cri-
tério pode resultar em perda de
tempo e esforcos. Uma alternativa
seria tornar /Ax menor a medida que
os resultados do tabelamento se
aproximem do valor verdadeiro da
raiz. Para executar tal procedimento
podemos empregar férmulas de re-
corréncia do tipo:

Axn

Dotpey = (k = n.° qualquer)

k

Ou seja: o préximo incremento
serd igual a uma fragdo do incremen-
to que acabou de ser testado.

EXEMPLO 2 — Obter uma raiz real
para eX* — x = 14,2 (Anderson e
Wenzel 7)

Solugdo: Um artificio de célculo pode
ser adotado: desprezar x na equacgao
acima.

1.2 tentativa: adotando e’ = 14,2 e aplicando logaritmos naturais:

x4 In e = In 14,2 donde x, = 1,63;

checande x;: €2 — x; = 14,2 — 1,63 = 12,57 5 14,2;

entdo devemos efetuar nova tentativa para encontrar uma raiz maior que 1,63 para satisfazer
a equagio.

2.2 tentativa: adotando x, — 1,7 entdo: e — 1,7 = 17,99 — 1,7 = 16,29;

sendo 16,29 5 14,2, podemos admitir que um valor intermedidrio entre 1,63 e 1,7 satisfaga &
equagao.

3. tentativa: x; = (1,63 + 1,7)/2 = 1,67;

checando x; na equagdo: e’y = 16,26 — 1,67 = 14,59.

4. tentativa: x4 = 1,665 donde e — x5 = 14,33 £ 14,2,

5.2 tentativa: x5 = 1,662 donde €' — xs = 14,17 = 14,2,

O nUmero de tentativas depende
apenas da precisdo desejada pelo cal-
culista.

Podemos observar que nos dois
exemplos as respostas foram obtidas
por aproximagao. No primeiro exem-
plo a varredura permitiu que se par-
tisse de um ponto a outro no campo
de existéncia e forneceu uma nogao
do valor da raiz. Esta varredura
ocorreu” num sentido. No segundo
exemplo ocorreu uma espécie de
ziguezague.

Quando os valores da fungdo ten-
dem para zero (indicando a existén-
cia da raiz) diz-se que ocorre uma
convergéncia, a qual pode ser mono-
ténica (exemplo 1) e oscilatdria
(exemplo 2).

No Exemplo 1 a convergéncia mo-
notdnica ocorreu dentro do interva-
lo (-2,0). Caso inicidssemos a reso-
lucdo do problema estudando o
intervalo (1,5) encontrariamos os
seguintes valores:

3

x X + cos Xx

1,54
7,58
8,01
63,35
125,28

OB N

Estes resultados indicam que ocor-
re divergéncia monotdnica pois os
valores da fungdo afastam-se pro-
gressivamente de zero.

Caso adotdssemos outros valores

tentativos  (oscilatérios) para o
exemplo 2, encontrariamos.
x e — x
1,63 12,62
2,0 52,60
1,0 =72
3,0 8100,08
0,0 1,0

Aqui ocorreu divergéncia oscilato-
ria pois os valores da fungdo (e*—x)
afastaram-se de 14,2.

Andersen e Wenzel ” comentam que
um engenheiro experimentado pode
fazer estimativas, calculos e interpo-
lacdes mentais para obter as raizes
ou valores desejados. Eles recomen-
dam nunca esquecer o principio de
gue o numero de equacdes indepen-
dentes deve igualar o numero de in-
cégnitas a fim de que o método ten-
tativo forneca uma solucdo. Para eles,
os métodos de tentativas e erros nao
oferecem resultados descobertos por
magica, porém constituem-se em pro-
cedimentos grosseiros para resolver
uma equagdo ou um conjunto de
equagdes.

METODOS ITERATIVOS

Sao organizados, sofisticados e
adequados ao uso de maquinas pro-
gramdveis digitais e permitem obter
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raizes refinadas (com maior preci-
sdo). Neste panorama, a sequéncia
de operagdes matemadticas destinadas
a encontrar uma solug¢do de um dado
problema é denominada algoritmo, o
qual pode ser segundo La Fara®.

a) direto (fechado) — executa
operagdes aritméticas e ldgicas
de modo ndo repetitivo; cada
etapa é executada somente uma
vez e a resposta obtida é essen-

cialmente exata.

b) indireto (aberto) — executa
operagdes aritméticas e ldgicas,
onde um grupo destas pode ser
repetido. A resposta obtida é
aproximada, sendo melhorada
com cada repeticdo das opera-
¢Oes. A sequéncia termina quan-
do duas aproximagdes sucessi-
vas da resposta se igualam den-
tro da precisao desejada.

y A compreensdo do método iterati-
vo é facilitada pela representacdo do
mesmo em um fluxograma. Assim, pa-
ra cada operagdo matemdtica envol-
vida indicamos um simbolo gréfico,
que pode conter uma descricdao da
mesma. A simbologia que vem sendo
adotada é a da linguagem FORTRAN,
usada em computadores.

Os exemplos 1 e 2 podem ser re-
solvidos através de métodos iterati-
vos, porque as varreduras e os arti-
ficios de calculo podem ser organi-
zados na forma de algoritmos mais
sofisticados para refinar os resulta-
dos. Naqueles exemplos ndo ocorreu
nenhum desdobramento da equagdo
F(x) = O.

As lteracoes Lineares, também co-
nhecidas por “Método das Aproxima-
¢Oes Sucessivas”, ou das “Substitui-
¢Bes Diretas”, baseiam-se no desdo-
bramento de F(x) = 0 num sistema
de duas equagdes:

F (x) = 0 gera x = g (x) que resulta em
y %
y g (x)

Uma das equagdes representa uma
reta e a outra é uma curva qualquer,
que poderia ser também uma reta.

Uma raiz da equagdo F(x) = 0
serd x = s pertencente aos interva-
los continuos (a < x < b) e
(a < y < b), que sdo definidos,
na pratica, pelas limitagdes conheci-

das (condicdes de contorno) dos
problemas fisico-quimicos. O valor
de s é pesquisado através de itera-
¢Bes e corresponde ao ponto de in-
tercessdo entre y = x ey = g(x)
conforme a figura 2.

Figura 2. REPRESENTACAC GRAFICA DA ITERAZAO LINEAR

Outro desdobramento F(x) = O
poderia gerar duas curvas quaisquer,
ou seja:

p (x) = q (x) que resulta em
y = p (x)
y = q (x)
Uma raiz da equagdo F(x) = 0
serd x = s pertencente aos interva-

los continuos (a < x < b) e
(a < y < b) para valores fisico-
quimicos coerentes. A intercessdo de
ambas as curvas fornecerd x = s,
conforme a figura 3.

Y

Figura 3. REPRESENTACAO GRAFICA DE OUTRO TIPO
DE ITERACAO LINEAR

EXEMPLO 3 — O calor especifico
do oxigénio, C,, em cal/(gmol °.K),
é funcdo da temperatura absoluta,
T em ©°K. E representado pela
equacgdo:

187800
C, = 8,27 4 0,000258 T —
TZ

Qual serd o valor da temperatura
guando C, = 8,44 cal/(gmol °.K)?
(Williams e Johnson 8).

Solucao: Fazendo C, = 8,44 na
equagao acima e multiplicando ambos
os lados por T? encontraremos:

0,000258 T* — 0,17 T> — 187800 = 0

Esta equagdo pode fornecer 3 rai-
zes (ou 2 imagindrias e 1 real). Ex-
plicitando T:

1

I = 658,9 + 7,72 X 10°
TZ

Poderemos encontrar o valor de T,
através de iteracdes lineares, adotan-
do o seguinte algoritmo.

1 — assumir um valor para T e apli-
cd-lo em T

2 — calcular T no lado esquerdo da
equagao;

3 — tabelar T assumido e T calcu-
lado;

4 — p‘lotar Yy = Tassumido
y = Tcalculado = g(T)

Para o intervalo 800 a 1600°.F en-

contraremos:
Tose. Teale.
800 1797
1000 1386
1200 1164
1400 1030
1600 943

Pela figura 4 encontraremos T =
1180°.K.

Massarani ! sugere para este caso o
emprego de métodos graficos, apds o
tabelamento (por varredura) de va-
lores de x, p(x) e g(x). Ele comen-
ta que a precisdo dos resultados a
que conduz o método gréfico depen-
de fundamentalmente da habilidade
do desenhista. O método torna-se ina-
dequado quando deseja-se obter as
raizes com mais do que trés algaris-
mos significativos exatos.

T colc 1
1800
(°K) Tcalc= Tass
1600
1400
1200
1000
T =
800 calc= g (Tass)
800 1000 1200 1400 1600 1800
Tass (°K)

Figura 4. APLICAGAO DA ITERACAO LINEAR GRAFICA

AO EXEMPLO 3.
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EXEMPLO 4 — Um cabo elétrico
de 15 mm de didmetro devera ser iso-
lado com uma camada de borracha,
cuja condutividade térmica, k, é
0,134 kcal/(h m °.C). O cabo estard
ao ar livre (20°.C), cujo coeficiente
de pelicula, h,, é 7,32 kcal/(h m?°.C).
Qual é o valor do raio critico da ca-
mada de isolante que deverd apresen-
tar perda méxima de calor, se a tem-
peratura da superficie do metal for
65°.C? (Kreith?).

Solugdo: Pela Teoria da Transfe-
réncia de Calor, sabemos que o raio
critico do isolante é determinado di-
retamente pela relacdo:

Entdo, r.. = 0,134/77,32 =
= 0,183 m = 18,3 mm. Este mesmo
resultado pode ser obtido grafica-
mente, através da equacao da taxa de
transferéncia de calor por unidade de
comprimento, vélida para a Figura 5:

q/L Ti
- CABO ELETRICO,COBERTO COM
>
Z UMA CAMADA DE BORRACHA, |
EXPOSTO AO AR !
.Tur |
ri |
PRI
PELLE |
9/ !
PO b iad |
Ti T Ter |
O—MWN—O—W—O CIRCUITO ANALOGO |
CAMADA PELICULA
DE DE
BORRACHA AR
Figura 5. ESQUEMAS ILUSTRATIVOS DO EXEMPLO 4

q 27k (Ti — Ta)
k
L In (re/ri) +
he re

2(m) 0,134 (65-20)

e 0,134 100
In ( )+ ( ) (
7,5 7,32 r.
q 37,89 keal
18,3
L In (r./7,5) + h m

e

Desejamos encontrar o valor de

que fornega o valor mdximo de
(q/L): isto ocorrerd quando o valor
do denominador tender para zero.
Em termos préticos é impossivel anu-
lar o denominador mas é possivel
admitir que o mesmo possa atingir

um valor minimo para o raio critico.
Podemos, entdo, escrever:

s 18,3

) +
79 2

§ {r:) = In (-

= p(re) + q(re)

Tabelando os valores de r. entre
10 e 40 mm, encontramos:

re 18,3
r In ( ) ) f(r.)
7.5 r
10 0,29 1,83 2,12
15 0,69 1,22 1,91
20 0,98 0,92 1,90
25 1,20 0,73 1.93
30 1,09 0,61 2,00
35 1,89 0,62 2,06
40 1,54 0,46 2,13
1,67

Plotando estes resultados na figu-
ra 6:

flre)

_o— Plre)

O\O\O\c:(re)

! v,
ﬂ 5 20 25 30 35 40 re

e

Figura 6. APLICACAO DA ITERAGAO LINEAR GRAFICA AQ
L EXEMPLO 4

Pelo grafico: r.. = 18,5 mm. O
resultado obtido também pode ser
refinado, dependendo do intervalo
de existéncia de r. considerado ou da
escala grafica. O valor maximo da
taxa unitdria seria 20,03 kcal/(h m).

ITERACOES POR ETAPAS
OuU CICLOS

De acordo com Henley e Rosen '
seja o seguinte conjunto de quatro
equacgdes e quatro incégnitas:

fi (x2, x3) = O

fa (x2, X3, x4) = O

fi (X1, X2, X3, X4) = O
fs (x1, x2, xs) = O

Podemos resolver simultaneamente
estas quatro equagbes por meio de
dois algoritmos muito parecidos:
1.° Algoritmo
a) estimar um valor inicial
X3;

b) resolver x, em f;

c) resolver x; em fy;

d) resolver x; em f3;

e) checar a estimativa de x; em fg;
se f; = O terminar;

f) se f; = 0, assumir um novo
valor para x;.

para

o

T

04—10'

P—— —/
ESCOLHA NOVO |

|
[ X3 USANDO
\UMA FORMULA

i { oE RECORRENCIA

l

| _J

’—\

s mw

TERMINE

ITERAGAO POR ETAPAS COM USO DE
FORMULA DE RECORRENCIA. |

Figuro 7.

® Como escolher um novo valor
para x;?

Resposta: através de uma nova equa-
¢do relacionada ao comportamento
ou condigdes fisicas do processo que
gerou este sistema de equagdes, isto
¢, de uma Férmula de Recorréncia.

2.° Algoritmo

a) estimar um valor inicial para x;;
b) resolver x, em f;




c) resolver x; em fy;
d) resolver x; em f4;
e) resolver x; em f, para x;, X4, Xi;

f) S€ X3 novo = X3 auteriors terminar;

9) S€ X3 novo == X3 anteriors USAr X3 novo
em f; e recomecar o ciclo.

]

X3 ¢X3NOVO

[X37X3NOVO_ " reqming ) ‘

y ‘ Figura 8 ITERA;&O POR ETAPAS SEM USO DE
FORMULA DE RECORRENCIA

EXEMPLO 5 — Determinar o fluxo
térmico numa parede plana compos-
ta por 3 materiais diferentes. Sdo co-
nhecidas as espessuras x;, x, e x; dos
materiais e as temperaturas nas fa-
ces externas. A condutividade térmi-
ca de cada camada é func&o linear da
sua respectiva temperatura média de
acordo com a expressdo

ki = AT, + B.

Solucdo:

1
[e— x, —H¢— X, —4(— X3

T o ¥2/3(Ty=Tg)

Figura 9. PARAMETROS TERMICOS NUMA
PAREDE PLANA COMPOSTA

As equagbes que descrevem o com-
portamento térmico da parede sdo:

T — Ts
Q = q/A = (1)
X1 X2 X3
+ + -
ki ks ks
ki = A/ T1 + By
ke = A, T: + B, (2)
ks = As T3 + B
Ti=(Ti+ T2)/2 (3)

=l

> = (T, + T3)/2 (T:e Ts sdo desconhecidos)

=

3= (Ts 4+ Ta)/2

Admitindo regime permanente:

(Ti-T2) = (T2-Ts)
ks
= (TyTe) = Q
ks
Q x
Daqui obtemos: T. = T, (4)
k
Q x3
e Ty = "T‘ + (5)
kJ

Os valores de T, e T; sé poderao
ser obtidos pelas equagdes (4) e (5)
de Q for determinado previamente.
Entdo, o problema exige que os cél-
culos sejam iniciados através da esti-
mativa de Q ou de T, e T; (simulta-
neamente).

Esta situagdo permite estimar ra-
zoavelmente os valores de T, e T; por-
que T, e T4 sdo conhecidos. Podemos
admitir que a distribuicdo de tempe-
raturas proporcione:

2
To — Ty = —— (Tr-Ty)
3
(6)
1
T3 — Ty = —— (T-Ta)
ALGORITMO

a) fazer uma estimativa razodvel
para T, e T3 e assumir Q = O:

ENGENHARIA QUIMICA — 15

2

T, = Te + — (TrTu)
3
1

Ts = Ta+ —— (Tr-Te)
3

b) determinar os valores de T; com
as equagdes (3);

c) determinar os valores de k; com
as equagdes (2);

d) wusar a equagdo (1) para deter-
minar o valor de QN;

e) verificar se (QN-Q) < ¢ (preci-
sdo escolhida pelo engenheiro);

f) se (QN-Q > g, utilize QN para
calcular novos valores de T, e Ts
e considere Q = QN;

g) repetir as etapas b até f enquan-
to (QN-Q) > ¢;

h) se (AN-Q) < g, termine.

Este problema, com dados em uni-
dades coerentes, foi resolvido, com o
emprego de computador, programa-
do na linguagem FORTRAN, por
Hodge e Mantey .

EXEMPLO 6 — Valor a 400 psia e
600°.F escoa numa velocidade de 100
pés/min através de uma linha de ago
de 6 polegadas, n.° série 40
(k = 27 BTU/(hr ft °.F)), que estd
coberta com uma camada de isolan-
te de magnésia a 85% (k = 0,004
BTU/(hr ft °©.F)), cuja espessura é de
1,5 polegadas. O tubo é horizontal
e estd localizado numa sala cuja tem-
peratura é 70.°F. Calcular a tempera-
tura da superficie externa do isolan-
te, o coeficiente global de TC e a
perda térmica por pé de comprimen-
to do tubo (Chapman) .

Solucdo:

ISOLANTE

\__ TUuBO DE AgO

Tl TZ T:) 74 T5
A —0— W —O—WI—0

CIRCLITO
ANALOGO

PELICULA TUBO  ISPLANTE  FELICULA
00 Dt TERMICO ot
VAPOR AGO AR

Figura 10. MATERIAIS E PARAMETROS TERMICOS
NUMA LINHA DE VAPOR iSOLADA J
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Consideracoes Iniciais:

O algoritmo global englobarad os se-
guintes calculos:

1.° — coeficiente de pelicula do
vapor;

2.° — coeficiente de pelicula do ar;

3° — coeficiente global de transfe-
réncia de calor;

4° — perda térmica por unidade de

comprimento do tubo:

A determinagdo da temperatura ds
superficie externa do isolante esté
inserida no célculo do coeficiente de
pelicula do ar.

Os fatores de depdsito serdo despre-
zados.

Célculo do coeficiente de pelicula do
vapor:

Fluxograma:

~

T= soo"r/‘ |

! OBTER

Saceap

| CALCULAR

;Pr ¢ Re

L

LAMINAR @

TRANSICAO
v
\ CALCULAR Nu ¢ hv

TERMINE

" Figura 11, CALCULO DO COEFICIENTE DE PELI’CULA
DE VAPOR (CONVENGAO FORGADA)

TURBULENTO

]

]
|
¥

Este algoritmo dispensa o uso de ite-
ragdes porque as temperaturas do
vapor superaquecido e do tubo de
aco podem ser consideradas iguais.

Célculo do coeficiente de pelicula do
ar

Temos duas incégnitas: a temperatu-
ra da superficie externa do isolante
e o coeficiente de pelicula do ar;

Nos casos em que ocorre convecgao
livre (natural) em condigdes atmos-
féricas normais é possivel adotar um
valor tentativo de 1 BTU/(hr ft? °.F)
para o coeficiente de pelicula do ar;;

Fluxograma

Resultados:

(" iniero
T
v

BTU

Admitindo D, = 0,505 ft, D, = 0,552 ft
e Dy = 0,802 ft

(har)py = 1o — BT — | )
J ® cilculo de h,
| CALCULAR
b para o vapor a 400 psia e 600°F (Chapman''?):
L 0 = 0,677 lbm/ft* u = 0,0494 Ibm/ (ft hr);
CALCULAR
; k = 0,0255 BTU/ (hr ft °F)
4
i
‘L_‘ Dvp
CALSULAR Ry = = 4,15x10° (regime turbulento);
Te
v
l
" OBTER f3 (o8
Pl B | P = = 1,12;
k
v CONSIDERE
| cacuLar S——
ExE e admitindo (L/D) > 60, o célculo de Nu
SN é feito pela equagdo (10.50)
| apresentada por Perry e Chilton®’:
v
CALCULAR
Ni ehar | 3
Nu = 0,036 R>® Pr'* = 1167,2
/'/K‘
- " B Nu k BTU
&‘mlc? est hy = — — 58,94
E D hr ft'= F

Y
| sim

( Término )

——

Figura I12. CALCULOS DO COEFICIENTE DE PEL!’CULA
DO AR (CONVENCAO NATURAL)

(D > é um comprimento caracteristico
da geometria: é o didmetro interno)

® calculo de h,,

ry rs In(s/r2) re In(rs/rs) 1

- +
s

kisciamc

r2 he
U = 0,209 BTU/(hr ft* °.F)

No regime permanente: h., (TsTs) = U (T)-Ts)

Entdo: T4, = 181°.F. Podemos checar a estimativa de h,:
181 + 70
T — Ts = 181-70°F = 110°F; Tf = ————— = 125°F
2
1 1
B = — ; p = 0,0678 lbm/ft*;
Tar 530.°R

k = 0,0163 BTU/(hr ft °F); & = 0,0476 lbm/(ft hr);

¢ = 0,24075 BTU/(lbm °F); Pr = 0,703.

D’ p’g B AT
Gr = —m—m————— =
2

w

0,95 x 10°




=i

Podemos

empregar a equagao
(10-32b) apresentada por Perry e
Chilton 2, para tubos horizontais com
didmetro menor que 8 polegadas e
calcular hy:

Nu = 0,53 (0,635 x 10°)%5 e
hee = 0,955 BTU/(hr 2 °F)

O coeficiente calculado é pratica-
mente igual ao valor estimado.

® cilculo da perda térmica por
unidade de comprimento do tubo.

q As

- UM =T =
L L

276 BTU/(hr ft).

CONVERGENCIA E
DIVERGENCIA EM
SISTEMAS DE EQUACOES

Quando as iteracbes produzem
aproximagao que se aproximam mais
e mais da solugdo, dizemos que o mé-
todo iterativo converge. A convergén-
cia pode significar que as equacdes
foram estudadas para intervalos de
valores adequados para a descoberta
da raiz. Quando as equagbes estdo
mal formuladas, ou quando os inter-
valos foram escolhidos de modo erra-
do pode ocorrer divergéncia.

A convergéncia e a divergéncia po-
dem ser lentas ou rdpidas. Convém
lembrar sempre que cada maquina
digital possue sua prdpria precisdo
interna e os resultados de duas ma-
quinas diferentes podem ser diferen-
tes. Além disto, é necessdrio fixar
uma precisdo, para a comparagao de
dois valores sucessivamente obtidos
pelo algoritmo, de modo a estabele-
cer um critério ou uma etapa de in-
terrupgdo dos célculos.

A figura 13 apresenta os casos de

convergéncia e divergéncia das itera-
¢Oes lineares.

EXEMPLO 7 — Resolver o sistema

ENGENHARIA QUIMICA — 17

\a Yy 4
Y =X
Y=X
Y=g (X)
4
Y.~ (DR §
My
| oy Y=g (X)
P | [y |
| > [ g
O X5 X, X3 X, X,y Xy X4 Xg Xz X, <
CONVERGENCIA MONOTENICA CONVERGENCIA OSCILATORIA
Y & Yy 4 |
Y=g(X) 4 Y=9(x)
4 Y =X

DIVERGENCIA MONOTONICA

=< ¥

DIVERGENCIA 4___J \

OSCILATORIA

Figura 13. CONVERGENCIA E DIVERGENCIA NAS ITERACOES LINE ARES

|
equagOes abaixo:
3x + 2y = 2
(a) Tabelando os resultados:
2x + 3y = 4
Iteraciao
As duas equacdes representam li- para y; = 3 Xeate. Yeite.
nhas retas que se interceptam em al- 1 133 222
gum ponto do plano x-y, cujas coor- 2 - 081 1.88
denadas desejamos conhecer. Segun- 3 —-g,sg 12125
13. 4 — 04 .
do Franks B: s = -
6 — 0,42 1,61
7 — 0,40 1,60
ALGORITMO

a) estimar um valor inicial para vy;

b) obter x em (a) para vy;;

c) aplicar x em (b) e resolvéla
- paray;

d) com este novo y obter em (a)
outro valor de x;

e) repetir as etapas ¢, d até que os
valores dos incrementos entre as
iteragbes sejam despreziveis.

O algoritmo convergiu para a so-
lu¢do do problema em seis ciclos ou
iteragdes. Uma visdo grafica € ofere-
cida pela figura 14:

Consideremos ainda o mesmo siste-
ma de equacgdes lineares:

3x -+ 2y = 2 (a)

il
I

2x + 3y (b)




18 . ENGENHARIA QUINMIC, B i e B B i P I S R i

I3x+2y=2

S
N
h
|

2X+3Y:4 7

-X

" . . L v L L,o
‘ -20 -18 -16 -4 -2 -10 -08 -06 -04 -0,2 00

‘ Figuro 14. CONVERGENCIA NUM SISTEMA DE EQUACGES

A equagdo (a) foi usada antes para
fornecer x e a outra para y. Supo-
nhamos o caso contrério com algorit-
mo semelhante para um valor arbi-
trario de x; = —2.

Tabelando os novos resultados

Iteragao
para x; = 2 Xaie. Yaale.
1 — 2 4
2 — 4 7
3 — 8,5 13,75
4 —18,63 28,94
5 —41,41 63,11

Plotando, obteremos a figura 15:

) IS 3X+2Y=2

Figura IS. DIVERGENCIA NUM SISTEMA DE EQUAGOES |

A divergéncia que ocorre neste ca-
so é facil de ser verificada tanto pela
tabela como pelo gréafico. O engenhei-
ro nao deve preocupar-se com as ra-
z0es matemdticas que provocam o fe-
némeno da divergéncia em equagdes
lineares e ndo lineares, mas deve ser
capaz de reconhecer ou admitir que
um conjunto de equagdes pode ser
mal agrupado (ou definido) provo-
cando dificuldades desta espécie.

O fato importante é que se um con-
junto de equagdes algébricas descre-
ve um sistema fisico estdvel, a se-

quéncia de calculos pode resultar nu-
ma configuracdo estavel, dentro da-
quilo que se denomina “arranjo na-
tural”.

Existem meios matematicos que
nos permitem obter configuragdes
estaveis. Por exemplo: No caso de
equacdes como (a) e (b) cada uma
deve ser resolvida para a incdgnita
(x ou y) que possua o maior coefi-
ciente.

Outro meio seria resolver cada
equagdo para sua varidvel ou incégni-
ta mais significativa.

REFINAMENTO DE RAIZES

Os métodos de refinamento das
raizes mais conhecidos sdo os da
Bisseccdo (“Binary Search”), da In-
terpolagdo (“Regula Falsi”), da Se-
cante e o da Tangente (Newton ou
Newton-Raphson).

O método de Newton é o mais
empregado na solucdo de equagdes
algébricas e transcedentes por aliar
a simplicidade de sua execugdo uma
boa velocidadede de convergéncia, e
pode ser também empregado na de-
terminacdo de raizes complexas!. O
método da Tangente consiste em, a
partir do primeiro valor tentativo da
varidvel x, determinar a tangente a
curva da fungdo neste ponto e adotar
como proxima estimativa a interse-
¢d0 desta com o eixo x, conforme a
figura 16.

FXI A F(x) 4/ Fix,)
F(X,)
F'(Xy)
F(Xp)
>
X3 Xz Xy X
Figura 16. APROXIMAGOES DO METODO DA TANGENTE

Tal método simplesmente permite
ao engenheiro empregar a seguinte
férmula de recorréncia:

F (Xa)
Xatl — Xo —

F'(%a)

Conforme j& dissemos, um método
de refinamento pode ser usado dire-
tamente para a determinagdo das
raizes.

EXEMPLO 8 — O gréfico de fatores
de atrito, originalmente proposto por
Moody, aparece em muitos livros de
engenharia e catdlogos de indUstrias.
E um instrumento muito Util para en-
genheiros envolvidos no dimensiona-
mento de tubula¢des e nos problemas
associados de escoamento de fluidos.
Existem muitos problemas, entretan-
to, que requerem célculos sucessivos
de fatores de atrito. Se ao invés de
empregarmos tabelas e graficos usa-
remos relagbes analiticas serd possi-
vel usar méquinas digitais. Sommer-
feld 1 sugeriu o seguinte procedimen-
to para problemas envolvendo o fator
de atrito:

Considerando que o gréfico de
Moody foi também construido com
base na equagdo de Colebroock.

1

= — 2 logu (1
\Ai
£ 2.51
+
3.7 D RV f
onde ¢/D = Rugosidade Relativa;
Re = Numero de Reynolds:
f = Fator de Atrito de
Moody.

Para calcular o fator de atrito, f,
valido para escoamento turbulento,
usando a equagdo acima € necessa-
rio empregar o Método de Newton,
partindo-se de valores conhecidos de
e, D e R.. Para atingir este objetivo,
torna-se necessdrio reescrever a
equagao da seguinte forma:

Y = x + 2 log (A 4+ Bx) (2)
onde

x = 1/ Vf (3)
A = g/ (3.7 D) (4)
B = 2.51 + Re (5)

O problema entdo serd descobrir
x tal que y = 0. Para usar o Método
de Newton, a primeira derivada de Y
com relagdo a x seréd:
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dy 2 B log ey
Y = =14 — (6)
dx A+ B x

Os valores tentativos de x serao
obtidos da relagdo:

Y (xa)
Xnsl = Xa — —————— (7)
Y (%)

até que o valor de Y (x,) esteja sufi-
cientemente préximo de zero. O va-
lor correspondente de x serd entdo
substituido na equagdo (3) para cal-
cular o fator de atrito.

EXEMPLO 9 — Pretende-se separar
uma mistura de benzeno e tolueno,
que contém 40 moles % de benzeno,
para produzir um destilado com 90
moles % de benzeno no topo e um re-
siduo com um madximo de 10 moles
% de benzeno. A alimenta¢do é aque-
cida de maneira a entrar na coluna
no seu ponto de bolha e o vapor que
sai da coluna é condensado, mas nao
subsesfriado, fornecendo refluxo e
produto de topo. Deseja-se operar a
unidade com uma raz&o de refluxo de
3 moles/mol de produto. Pede-se a
determinagdo do numero de pratos
tedricos necessarios e da posigdo de
introdugdo da alimentagdo. O diagra-
ma de equilibrio para funcionamento
a pressao de 1 atm estd representado
na figura 17, apresentado por Coul-
son e Richardson .

T Vt EVAPORADO
‘ f% CONDENSADOR
DESTILADO, D
Ln+1 Lg = REFLUXO Xo
\
G n+t
Vo L n [
ALIMENTACAO
F
_—
X¢
Lmtt
|
™+t
Vo 1 |,

PRODUTO DE FUNDO
Xw ( RESIDUO )

Figura |7. ESQUEMA CE UMA COLUNA DE DESTILAGAO

Solucdo:

® Considerandc uma alimentagdo de 100 moles, podemos fazer:

Balango material total: 100 = D + W

(1)

Balango material do benzeno: 100 x 0,4 = 0,9 D ++ 0,1 W (2)

Donde: W = 62,5 moles e D = 37,5 moles

® Balango material acima do prato n: Vn = L., 4+ D (3)

Sendo L, = 3D = 112,5; entdo: V., == 150

Para o constitutinte mais volatil: Y, Vo, = Lns1 Xas1 -+ Dxqg (4)
Lus1 D La D

Portanto: Y, = Xnil + Ya = — Xn+1 + X4 (5)
Va Vu Va Va

Esta equagdo fornece uma relagdo
entre a composicdo do vapor, que
ascende para o prato e a composigao

do liquido existente em qualquer pra-
to acima do prato de alimentac&o.
Assim:

112,5 37,5 (0,9)

Yo = Xntl + ———————— = 0,75 x.;1 + 0,225 (6)
150 150

@ Balanco material abaixo do prato m: L, = Vm + W (7)

Visto que a alimentagdo é toda de
liquido a sua temperatura de ebuli-

¢do, este descerda como um acréscimo
de reflexo para o prato de baixo.

Sendo: L = Ly + F = 212,5; entdo: V,, = 212,5 — 62,5 = 150 = V,

Para o Componente mais voldtil: Ym Vi = Lu Xmi1 — Waw (8)
Lm+l w

Entio: Y, = Xmil — —— Xw (Sendo Lm = Lms1) (9)
Vi Vi
2125 62,5

Assim: Yn = Xmsl — — x 0,1 = 1,415 xmy — 0,042 {10)

150 150

As equagbes (6) e (10) represen-
tam as retas de operagdo acima e
abaixo do prato de alimentagéo, res-
pectivamente. Com tais equagdes e a
equagao representativa de uma curva
de equilibrio é possivel calcular a
composicdo da mistura nos diversos
pratos da coluna, quer trabalhando
a partir do refervedor e subindo até
o condensador, quer no sentido con-
trario.

Cbservando-se que todo o vapor
gerado na coluna é condensado, a
composi¢ado do vapor do prato de to-
po, Yt, tem de ser igual a do desti-
lado, xq4, € & do refluxo, x.. Pela curva
de equilibrio podemos calcular o va-
lor de x,, em equilibrio com vy,.

Sendo y, = 0,9; pela figura 18,
x; = 0,79. Pela equagdo (6) obte-
mos:

yi-1 = 0,75 (0,79) + 0,225 = 0,818;
X;—1 (obtidc da curva de equilibrio) é 0,644;
yi-2 = 0,75 (0,644) + 0,225 =

yi-3 = 0,75 (0,492) + 0,225 =

FRAGAO MOLAR DE BENZENO NA FASE VAPOR,Y

0,0 0,2 0,4 0,6 08 1,0
FRACAO MOLAR DE BENZENO NA FASE LIQUIDA, X

Figuro 18. CALCULO DO NUMERO DE ESTAGIOS

0,707; pela curva x;2 = 0,492;
0,594; daqui: x,-3 = 0,382
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Este Ultimo valor de composicdo
estd abaixo daquele especificado para
a alimentagdo, a qual, portanto, de-
verd ser introduzida no prato t-2.

yi—s+ = 1,415 (0,382) — 0,042
yi-s = 1,415 (0,298) — 0,042 =
yi-s. = 1,415 (0,208) — 0,042 =
yi7 = 1,415 (0,120) — 0,042
da curva de eqilibrio,: x,-7 = 0,048.

Este licor x,_; é ligeiramente mais
fraco do que o minimo que é exigi-
do e pode ser removido como resi-
duo. Portanto, x,_; neste caso corres-
ponderd ao refervedor e existirao sete
estdgios na coluna.

Neste caso as curvas de operagdo
referentes as equagdes (6) e (10) re-
presentam linhas retas ligando y, com
Xni1 € Ym €OM Xy € podem ser tra-
cadas no mesmo diagrama da curva
de equilibrio para proporcionar uma
resolucdo grafica quanto ao numero
de pratos necessdrios (método de
McCabe-Thiele). Assim como as ite-
racdes numéricas conduziram as res-
postas, partindo de intervalos de exis-
téncia conhecidos, o procedimento
gréfico na forma de degraus entre as
retas de operagdo e a curva de equi-
librio pode fornecer as informacdes
desejadas conforme o exposto neste
exemplo. Convém ressaltar que o nu-
mero de itera¢des no método analiti-
tico corresponde ao numero de pra-
tos tedricos, onde a idéia de “apro-
ximacdes sucessivas” foi aproveita-
da. No método grafico tais aproxi-
magdes para um sistema binario
correspondem aos degraus e, portan-
to, aos estdgios.

CONSIDERACOES FINAIS

Os métodos iterativos, aproximati-
vos apresentados, apesar de consti-
tuirem o conjunto de técnicas mais
empregadas pelos engenheiros quimi-
cos ndo esgotam o tema. Outros mé-
todos tais como o de Gauss-Seidel,
denominado “lteracdo em Etapas To-
tais” por Perry e Chilton?, ampliam
consideravelmente o assunto e me-
recem uma apreciagdo em separado.

BIBLIOGRAFIA

1. Massarani, G., “Introducdo ao Célculo
Numérico” Ao Livro Técnico S.A. — Rio
de Janeiro (1967)..

Para a parte inferior da coluna usare-

mos a reta de operacdo da equacgdo

(10) empregando x;_s.

— 0,498; entdo: x4 = 0,298
0,379; daqui: x.-s = 0,208;
0,252; portanto: x,—¢ = 0,12

= 0,127; deste ponto: x,-7 = 0,048

2. Perry & Chilton, “Manual de Engenharia
Quimica” 5.° Guanabara Dois — Rio de
Janeiro (1980).

3. McCracken, D. D. e Dorn, W. S., “Nume-
rical Methods and Fortran Programming”
John Wiley and Sons, Inc. U.S.A.
(1964).

4. LaFara, R., “Computer Methods for Scien-
ce and Engineering” Intertext Books —
Great Britain (1973).

5. Pacitti, T. & Atkinson, C. P., “Procgrama-
¢ac e Métodos Computacionais” Livros
Técnicos e Cientificos Editora S.A. — Rio
de Janeiro (1976).

6. Santos, J. A. R. e Strawinski, V. M., “Pro-
cessamento de Dados” LTC/EDUSP — Rio
de Janeiro (1980).

7. Andersen, L. B. e Wenzel, L. A,
“Introduction to Chemical Engineering”
McGraw-Hill e Kogakusha Tokyo
(1961).

8. Williams, T. E. e Johnson R. C., “Stoi-

chiometry for Chemical Engieneers”
McGraw-Hill e Kogakusha — Tokyo
(1958).

9. Kreith, F., “Principios da Transmissio de
Calor” Editora Edgard Blucher Ltda. —
Sao Paulo (1977).

10. Henley, J. E. e Rosen, E. M., “Material
and Energy Balance Computations” John
Wiley & Sons, Inc. — N. Y. (1969).

11. Hodge, B. e Mantey, J. P, “Applying
FORTRAN to Engineering Problems” Che-
mical Engineering — July 29, (1968).

12. Chapman, A L. “Heat Transfer”, 3¢
Macmillan e Collier — N Y. (1974).

13. Franks, R. G. E., “Mathematical Mode-
ling in Chemical Engineering” John Wiley
& Sons, Inc. — N. Y. (1967).

14. Sommerfeld, J. T., “Equation for Fluid
Friction Factor” Hydrocarbon Processing,
July 1967, 46, N° 7.

15. Coulson, J. M. e Richardson, J. F., “Tec-
nologia Quimica” Fundagdo Colouste Gul-
benkian — Lisboa (1977).

Abraham Zakon — Engenheiro Quimico e
Mestre em Ciéncias pela Escola de Quimica da
U.F.R.J. Exerceu atividades profissionais na Fos-
ter Wheeler Ltda. e na Abbott Laboratérios do
Brasil Ltda. Lecionou “Analise de Dados Expe-
rimentais (Fortran)” para os alunos do Con-
vénio Petrobris/EQ-UFRJ. Atualmente leciona
“Operagbes Unitdrias da IndUstria Quimica
(Transmissao de Calor)” na Escola de Quimica
da UFRJ para alunos do curso de graduagdo.




